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Kubetkowe struktury danych

W niniejszym rozdziale przedstawiamy struktury danych, ktére sg proste koncepcyjnie,

stosunkowo tatwe w implementacji i niezle zachowuja sie w praktyce. Pomimo swojej
prostoty i dobrego zachowania, opis tych struktur trudno znalez¢ w podrecznikach algorytmiki,
dlatego idee przedstawione tutaj powinny zainteresowac kazdego, kto chciatby poszerzy¢ swoja
wiedze algorytmiczna. Dla kazdego z probleméw omawianych w tym rozdziale wzglednie fatwo
zaprojektowac algorytm dziatajacy w czasie kwadratowym ze wzgledu na rozmiar danych. Idee
tutaj zaprezentowane umozliwiajg otrzymanie algorytméw dziatajacych o czynnik pierwiast-
kowy szybciej. W szczegdlnosci pokazujemy, w jaki sposéb obliczy¢ w czasie O(n\/ﬁ) wektor
inwersji dla zadanej n-elementowej permutacji oraz jak zaimplementowac algorytm Dijkstry,
zeby dziatat w czasie O ( m+ n\/E) gdzie n to liczba wierzchotkéw grafu, m liczba jego krawedzi,
a ¢ jest catkowitoliczbowym ograniczeniem gérnym na dtugosci krawedzi, przy czym zakta-
damy, ze te diugosci sa takze catkowitoliczbowe. Oprécz przedstawienia ciekawych struktur
danychiich zastosowan, nie mniej wazny jest proponowany sposéb rozwigzywania probleméw
algorytmicznych, polegajacy na formutowaniu najpierw algorytméw jak najbardziej abstrak-
cyjnie, a nastepnie poszukiwaniu mozliwie najlepszych metod implementacji wykorzystywa-
nych w opisie algorytméw abstrakcyjnych konstrukgji.
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1. Wstep

Z pojeciem kubetkow kazdy interesujacy sie programowaniem i algoryt-
mika mial pewnie okazje sie spotkac przy okazji poznawania algorytmow
sortowania. Sortowanie kubelkowe [3, 8] stosuje si¢ wtedy, gdy o elemen-
tach porzadkowanego ciggu wiemy, ze sg liczbami catkowitymi z przedziatu
[0, ¢ - 1] (lub danymi, ktérym mozna przypisa¢ liczby catkowite, uwzgledniajac
ich wzgledny porzadek), dla znanej z géry wartosci parametru c. Sortowanie
wowczas polega na rozrzuceniu sortowanych liczb do kubetkéw indeksowanych
liczbami z przedziatu [0, ¢ — 1] w taki sposdb, ze liczby o wartosci i wpadaja
do kubetka z indeksem i. Zeby otrzymaé posortowany cigg wystarczy teraz
przejrze¢ kubetki w kolejnosci rosnacych indekséw i wypisac ich zawartosci.
Taki algorytm dziala w czasie O(n+c). Jesli c jest rzedu co najwyzej n, to otrzy-
mujemy algorytm sortowania dzialajacy w czasie liniowym. Niektorzy moga
poczuc si¢ zaskoczeni, przypominajac sobie, ze kazdy algorytm sortowania
wymaga czasu rzedu co najmniej nlogn [3, 8]. Trzeba jednak pamigtac, ze ta
dolna granica obowigzuje dla sortowania, w ktérym informacje o wzglednym
porzadku elementéw uzyskuje sie tylko poréwnujac porzagdkowane elementy
miedzy sobg. W sortowaniu kubetkowym elementy nie sg ze sobg poréwny-
wane i wykorzystuje sie wiedze na temat natury ich wartosci. W szczegolnosci
to, zZe te warto$ci moga by¢ indeksami tablicy (kubetkéw). Jesli zakres tych
indekséw jest nieduzy, to otrzymujemy bardzo szybki algorytm sortowania,
ktéry moze by¢ alternatywg dla znanych, najszybszych algorytmoéw sortowania
z uzyciem poréwnan.

Jednym z najwazniejszych praktycznych zastosowan kubetkow jest haszo-
wanie [3], wykorzystywane w bazach danych do szybkiego wyszukiwania inte-
resujacych nas danych. Dane przechowujemy w kubetkach poindeksowanych
od 0 do ¢ - 1, dla pewnego parametru . Z kazdymi danymi zwigzany jest klucz
jednoznacznie je identyfikujgcy. Dane o kluczu k przechowywane sg w kubetku
o indeksie h(k), gdzie h jest funkcjg odwzorowujacg klucze w przedzial indeksow
[0, c — 1]. Jesli funkcje h dobierzemy w taki sposob, ze jest ona szybko obliczalna
i rownomiernie rozrzuca dane po kubetkach, to dla dobrze dobranego parametru
¢ do kazdego kubetka wpadnie niewiele danych, co gwarantuje, ze kazde inte-
resujace nas dane mozna odzyskac w czasie statym, czyli niezaleznym od liczby
elementéw w bazie danych.

W tym rozdziale idea kubetkow jest wykorzystana w efektywnej implemen-
tacji algorytmow dla trzech problemoéw, opisanych kolejno w punktach 2, 3 i 4.
Zaproponowane struktury danych sg proste koncepcyjnie, fatwe w implemen-
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tacji, dobrze zachowuja si¢ w praktyce i sg alternatywg dla struktur danych pole-
gajacych na (czesto nielatwej) adaptacji zréwnowazonych drzew wyszukiwan
binarnych lub wykorzystaniu ztozonych implementacji kolejek priorytetowych.
Oprocz przedstawienia konkretnych rozwigzan, ktére mogg znalez¢ zastosowania
takze w innych problemach, proponujemy tez pewna metodologi¢ atakowania
problemoéw algorytmicznych, ktéra polega na zapisania algorytmu w sposdb jak
najbardziej abstrakcyjny, operujac takimi pojeciami jak zbiér, ciag, funkgja itp.,
a dopiero potem na podawaniu szczegétéw implementacyjnych odnoszacych sie
do uzywanych obiektow abstrakcyjnych i wykonywanych na nich operacjach.

2. Kodowanie permutacji

Nasze rozwazania rozpoczniemy od rozwigzania nietrudnego, ale uzytecz-
nego zadania, ktore to rozwigzanie wprowadzi nas w $wiat kubetkowych struktur
danych.

Zadanie 2.1. Kodowanie permutagji

Kazdg permutacje A = [0..n - 1] liczb 0, 1,.., n — 1 mozna zakodowac¢ za
pomocg tablicy B = [0..n — 1], w ktorej dla kazdego i =0, 1,...,n — 1 B[i] jest rowne
liczbie wszystkich takich j, ze 0 < j < i oraz A[j] > A[i]. Nalezy zaprojektowa¢
algorytm, ktory dla danej permutacji A znajduje jej kod B.

Przyktad 2.1.

Dlan=10iA=1[2,6,0,9,7 3, 1, 5, 4, 8] kodem permutacji A jest tablica
B=1[0,0,2,0,1,3,5,3,4,1].

W literaturze kombinatorycznej kod B jest nazywany wektorem inwersji
permutacji A [6]. Suma elementéw wektora inwersji méwi, ile jest wszystkich
nieuporzadkowanych (rosngco) par elementéw w permutacji, ktorg ten wektor
koduje. Taka liczba jest pewna miarg uporzadkowania tablicy A i wiadomo na
przyktlad, ze algorytm sortowania przez wstawianie (w implementacji ze strazni-
kiem) wykonuje n—1+ z B[i] poréwnan, Zeby posortowac rosngco permutacje
A. A zatem, im cigg ma mniej inwersji, tym szybciej algorytm sortowania przez
wstawianie poradzi sobie z jego uporzadkowaniem.

Wymyslenie algorytmu dla naszego zadania nie jest specjalnie trudne. Jest on
ukryty w samej definicji problemu. Zapiszmy go jednak. Pamietajmy przy tym,
zeby pierwszy algorytm byt jak najbardziej abstrakcyjny, operowal pojeciami
matematycznymi takimi jak zbior, cigg, funkcja oraz operacjami na tych obiek-
tach. Przy pierwszym podejsciu nie myslmy nad szczegélami implementacyj-
nymi. Im ogélniejszy zapis algorytmu, tym wieksza potem swoboda w doborze
tych szczegoléw. Oto pierwszy algorytm:
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Algorytm Kodowanie_1
for i := 0 to n-1 do
B[i] := liczba takich j, ze 0 < j < 7 orazA[j]l>A[i]; (*%)

Bardzo tatwo zaimplementowac ten algorytm wykonujac operacj¢ z wnetrza
petli for w nastepujacy sposob: przegladamy po kolei elementy A[0], A[1].,..., A[i - 1]
i kazdy z nich poréwnujemy z A[i], zliczajac te A[j], ktore sa wigksze od A[i]:

if (A[j] > e) then
licz := licz + 1;
B[i] := Ticz;

Wyznaczenie wartosci B[i] wymaga i poréwnan elementu A[i] z elementami
go poprzedzajacymi. Zatem faczna liczba poréwnan konieczna do wyznaczenia

kodu B zaproponowanym algorytmem wynosi le =n(n-1)/2 , niezaleznie od
zawarto$ci tablicy A. Algorytm ten jest algorytmeﬁ% kwadratowym, czyli o zlo-
zonosci O(n?).

Sprébujmy teraz znalez¢ szybsze rozwiazanie. W takim przypadku zazwy-
czaj mamy dwie mozliwosci. Mozemy zastanowic si¢ nad zupelnie nowym algo-
rytmem albo przy$pieszy¢ dziatanie algorytmu, ktoéry znamy, poprzez odpo-
wiedni dobdr struktur danych. Zastosujemy to drugie podejscie. Poniewaz ten
rozdzial adresujemy do poczatkujacych algorytmikéw, nasze propozycje nie
beda najbardziej optymalne, ale ich zaletg bedzie prostota oraz stosunkowo
niezle zachowanie si¢ w praktyce.

Sprébujmy wyrazi¢ operacje (**) troche inaczej. Przez S, = {A[0]...,
Ali - 1]} oznaczmy zbiér elementéw permutacji A z pozycji 0,..., | — 1. Zbidr S, jest
I-elementowym podzbiorem zbioru S = {0,..., n - 1}, ale nie zawiera A[i]. Kazdy
podzbidér S' = S mozna reprezentowac jako zero-jedynkows tablice V[0..n - 1]
taka, ze V[i] = 1, jesli tylko i € S', natomiast V[i] =0, gdy i ¢ S'.

Przyktad 2.2.
Dlan=10iS'={l,3,6,7 9} mamyV = [0, 1,0, 1,0, 0, 1, 1, 0, 1].

Jesli V reprezentuje zbior S, _, to B[i] jest po prostu réwne liczbie jedynek
w tablicy V na prawo od pozycji o indeksie réwnym A[i], czyli znajdujacych sie
w V' na pozycjach Afi] + 1, A[i] + 2,..., n - 1. Przejécie od reprezentacji zbioru S, |
do reprezentacji zbioru S, polega po prostu na ustawieniu jedynki w tablicy V na
pozycji A[i], tzn. V[A[i]]:= 1. Zauwazmy jeszcze, Ze S jest zbiorem pustym, a jego
reprezentacja jest V = [0, 0,..., 0]. Nasz algorytm mozna teraz przepisa¢ nastepujaco:
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Algorytm Kodowanie_2

{* inicjowanie pustego zbioru S, *}

for i :=0 ton-1do
V[i] := 0;

(* obliczanie kodu B *)

for i :=0ton-1do
B[i] := Jedynki(A[7]);
Ustaw(A[7]);

W tym algorytmie funkcja Jedynki (k) oblicza liczbe jedynek w tablicy V na
pozycjach o indeksach wigkszych od k, natomiast procedura Ustaw(k) ustawia
jedynke w tablicy V na pozycji k-tej. Jesli zliczanie jedynek zaimplementujemy
w naiwny sposob polegajacy na przegladaniu wszystkich pozycji o indeksach
wiekszych od k, to ztozono$¢ algorytmu nadal pozostanie kwadratowa. Poka-
zemy teraz, w jaki sposob znaczgco przyspieszy¢ obliczenia, stosujac chwyt,
ktérego opis i zastosowania sg przedmiotem rozwazan w tym rozdziale.

Niech m bedzie dodatnig liczbg catkowitg nie wiekszg od n i niech
s=(n-1)/m] + 1. Zauwazmy, ze jesli m dzieli catkowicie n, to s = n/m, a w prze-
ciwnym razie s = [n/m]. Na przyktad dla n = 10 i m = 2 mamy s = 5, natomiast
dlan=10im=3 mamys =4.

Aby przyspieszy¢ algorytm, podzielimy tablice V na s roztacznych blokow
Vy, Voo V,_ s gdzie V, = V[im.min((i + )M - 1, n)]. W naszym przykladzie dla
n=10im=3 mamy V, = V[0.2], V, = V[3.5], V, = V[6..8], V, = V[9..9].
Zauwazmy, Ze dla i <'s — 1 kazdy blok V, ma dlugo$¢ m, natomiast dtugosc
bloku V., wynosi n - (s - 1)m i jest nie wigksza niz m. Wprowadzmy dodat-
kowa tablic¢ K[0..s - 1], ktéra bedzie zawierala informacje o liczbach jedynek
w blokach V.. To znaczy chcemy, zeby K[i] byto réwne liczbie jedynek w bloku
V. Dlan=10,m=3iV=[0,1,0,1,0,0,1,1,0, 1], mamyK = [1, 1, 2, 1]. Korzy-
stajac z tablicy K, warto$¢ funkcji Jedynki(j) mozna teraz obliczy¢ nastepu-
jaco. Najpierw obliczamy indeks bloku zawierajacego pozycje j. Latwo prze-
konac si¢, ze wynosion | = |_j/mJ. Teraz sumujac wartosci K[l + 1],..., K[s - 1],
otrzymujemy liczbe wszystkich jedynek w blokach na prawo od bloku I, czyli
bloku zawierajacego pozycje J. Niech tg liczbg bedzie X. To, co nam jeszcze
pozostaje, to obliczy¢ liczbe jedynek na prawo od j w bloku V,. W tym celu
przegladamy kolejne pozycje j + 1, j + 2..., min((I + 1)m - 1, n). Takich pozycji
jest mniej niz m.

Zastandwmy sie teraz, ile nas kosztuje obliczenie wartosci Jedynki (7). Sumo-
wanie wartosci z tablicy K zabiera mniej niz S dodawan, natomiast zliczanie
jedynek w bloku V. wymaga przejrzenia mniej niz m elementéw w tym bloku.
Zatem taczny koszt wykonania algorytmu jest rzedu co najwyzej O(m + ). Zapy-
tajmy teraz, w jaki sposob dobra¢ m, zeby osiagnac jak najlepszy efekt ztozono-
$ciowy? Poniewaz s = [(n - 1)/m| + 1, to wida¢, ze najszybszy algorytm dosta-

81



Krzysztof Diks, Wojciech Smietanka

82

niemy wtedy, gdy m i S s3 mniej wiecej takie same. Zatem za m najlepiej wzigé
L«/ﬁ J , @ wowczas funkcja Jedynki jest wykonywana w czasie O(4/n)-

Procedure Ustaw(j) zaimplementowac bardzo fatwo. Wystarczy ustawic j-ta
pozycje w tablicy V na 1 oraz zwiekszy¢ liczbe jedynek w bloku zawierajacym j
o L, K[lj/ml] := K[lj/m)J] + 1.

Podsumowujac, wykonujemy # operacji obliczania liczby jedynek i n operacji
ustawienia nowej jedynki, zatem obliczanie kodu permutacji mozna wykona¢
w czasie O (n\/ﬁ ) , czyli zdecydowanie szybciej niz w czasie O(n?). Dla przykiadu,
jesli przyjmiemy realistycznie, ze stale ukryte w notacji O(.) wynosza odpo-
wiednio 2 i 1/2, to dla 7 = 1 000 000, 2n+/n = 2 000 000 000 , natomiast n%/2 =
1 000 000 000 000/2 = 500 000 000 000 = 250*2 000 000 000.

Pozostaje formalnie zapisa¢ poszczegdlne operacje. Niech m= L\/ﬁ J ;

s=|(n-1)/m |+1. Ponizej przedstawiamy zapis omowionych wiasnie funkcji.
Pamietajmy tylko, ze tablica K musi by¢ wczesniej zainicjowana zerami.

Algorytm Jedynki (7)

1:=|j/m];
x := 0;
for i ;=7 +1tos-1do
X = x + K[1];
for 7 := 7+ 1 tomin((7T +1) *m-1, n) do

if V[i] = 1 then x := x + 1;
return x;

Algorytm Ustaw(j)
VIl = 1; 1 := Lj/mJ;
K[1] := K[T1] + 1 ;

3. Odwracanie

W tym punkcie zajmiemy si¢ rozwigzaniem zadania czesto spotykanego
w praktyce. Operujemy na zbiorze danych, ktére podlegaja réznorodnym
modyfikacjom. Nalezy tak zorganizowac ten zbior, Zeby méc szybko odpo-
wiadac na pytania dotyczace zawartych w nim elementéw. Nasze kolejne zadanie
bedzie wlasnie takiego typu.

Zadanie 3.1. Odwracanie blokow

Dana jest dodatnia liczba catkowita i cigg elementéw C = [c,, c,,..., ¢,] dowol-
nego, ale ustalonego typu. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, Ze elementy ciagu
C to male litery alfabetu angielskiego. Blokiem nazwiemy kazdy podciag ciagu
C zlozony z kolejnych elementéw. Na ciagu C wykonujemy nastepujace operacje:
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1. 0dwrdc(d, ) — odwrdc kolejnosé elementéw w ciggu C na pozycjach od i do
pdla1<i<j<n;
2. E1(j) - podaj warto$¢ j-tego elementu w aktualnym ciaggu C, gdzie 1 <j < n.
Nalezy zaprojektowa¢ strukture danych, ktora stuzy¢ bedzie do szybkiego
wykonania m operacji powyzszego typu na dynamicznym ciggu C. Zauwazmy,
ze z punktu widzenia uzytkownika wazne sg pytania o elementy ciggu. Tak wiec
operacji 0dwroc¢ nie musimy fizycznie wykonywaé, wazne jest tylko, zeby odpo-
wiedzi na pytania o elementy ciaggu byty takie, jak bysmy wykonali wszystkie
poprzedzajace je odwrdcenia.

Przykfad 3.1.

Zalézmy, ze na poczatku cigg C ma postac [a, b, ¢, d, e, f, g, h],n =8 ina
C wykonujemy kolejno operacje: 0dwré¢(2,4), E1(2), E1(5), Odwrécd,7),
E1(5). Wowczas odpowiedziami dla kolejnych wywotan funkcji E1 sg odpowiednio
d,ef.

Dla dalszych rozwazan przyjmijmy, Ze przetwarzany ciag jest zapisany
w tablicy C[1..n]. Pierwsze narzucajace si¢ rozwigzanie jest oczywiste. Kazde
wywolanie operacji 0dwrdo¢(7, ) pociaga za sobg fizyczne odwrdcenie zawar-
tosci podtablicy C[i..j]. Poniewaz odwrocenie kolejnosci elementéw w podciggu
o dtugosci j - i + 1 pociaga za soba [(j - i + 1)/2] zamian elementéw parami, to
w pesymistycznym przypadku wykonanie calego ciggu m operacji zabraloby
czas O(mn).

Nasze rozwigzanie bedzie polegalo na odwlekaniu fizycznej reorganizacji
tablicy C - wykonaniu fizycznych odwrécen - tak diugo, jak to tylko mozliwe.
Czy rzeczywiscie, zeby odpowiada¢ na pytanie o elementy ciggu C musimy
wykona¢ fizycznie wszystkie wczesniejsze odwrdcenia? Gdyby na przyktad
przedzialy, w ktérych dokonujemy odwrécenia byty parami rozlaczne, wystar-
czyloby tablice C podzieli¢ na spdjne bloki, ktére odpowiadaja maksymalnym
fragmentom, ktére sag w calosci odwréocone lub w calosci nieodwrécone, i dla
kazdego bloku mie¢ znacznik informujacy o jego statusie: odwrdcony, nieod-
wrocony. Kiedy pytamy o k-ty element ciggu, ktéry wpada do bloku o indeksach
od i do j, odpowiedzig jest element C[K], gdy blok nie jest odwrocony, natomiast
element C[] - (k — 1)], gdy blok zostal odwrdcony. Niestety odwrdcenia moga
by¢ wykonywane na blokach, ktére nie sg roztaczne. Szcze¢sliwie, idee opisane
wczesniej znajduja zastosowanie w ogdlnym przypadku.

Zawarto$¢ tablicy C po wykonaniu pewnej liczby operacji 0Odwré¢ bedziemy
reprezentowali jako cigg parami roztgcznych, pokrywajacych ja blokéw B, B.....,
B,, dla pewnego k > 1. Kazdy blok jest zadany jako tréjka (a, b, odwr), gdzie a jest
indeksem poczatku bloku, b indeksem jego konca, natomiast odwr jest logicznym
wskaznikiem informujacym o tym, czy elementy w bloku s3 odwrécone (odwr
= TRUE), czy tez nie (odwr = FALSE). Zeby odczyta¢ cigg w aktualnej postaci,
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nalezy przejs¢ kolejno po wszystkich blokach, a w kazdym bloku odczytywaé
elementy w C z lewa na prawo, gdy blok nie jest odwrdcony, natomiast z prawa
na lewo, gdy jest odwrécony. Na samym poczatku mamy tylko jeden blok o para-
metrach (1, n, FALSE).

Przyktad 3.2.

Niech C=[a, b,c, d, e, f, g h] iniech (5,7, T), (2,4, F), (8,8, 1), (1, 1, T)
bedzie ciggiem czterech blokéw. Zawartos¢ tablicy C po fizycznym wykonaniu
odwrocen mialaby postac [g, f, e, b, ¢, d, h, al.

Zacznijmy od operacji E1(j). Oznaczmy przez S, rozmiar i-tego bloku. Oczy-
wiscie 5, = b, — & + 1. Zeby wyznaczy¢ j-ty element w aktualnym ciagu, prze-
gladamy bloki po kolei w poszukiwaniu pierwszego takiego, dla ktérego suma
rozmiaréw wszystkich blokdw go poprzedzajacych oraz jego wlasnego rozmiaru
wynosi co najmniej j. Niech tym blokiem bedzie B, i niech suma rozmiaréw
wszystkich blokdw go poprzedzajacych wynosi s. Wéwczas poszukiwanym ele-
mentem jest element na pozycji j - S w tym bloku, gdy blok nie jest odwrocony.
W niezmienionej tablicy C ten element znajduje si¢ na pozycji a, +j - s - 1.
Jesli blok jest odwrdcony, to poszukiwanym elementem jest ten z pozycji
s, +1-(j - ) wbloku B, czyli C[a, + s, - (j - 5)]. Oto formalny zapis funkcji E1.

Algorytm E1(j)

s := 0;

i:=1;

while (s+s,<j) do
i =1+ 1;

if Codwr,) then

return Cla,+s,—(j-s)]
else

return Cla,+j—-s—1];

Zauwazmy, ze koszt pesymistyczny tego algorytmu jest rzedu liczby wszyst-
kich blokéw k.

Troche trudniejsza do wykonania jest operacja 0dwroc (i, 7). Jak sie za chwile
okaze, najbardziej problematyczny jest przypadek, gdy fragment, ktéry chcemy
odwrdci¢, wpada do jednego bloku. Jesli jest to caly blok, to wystarczy tylko
zmieni¢ jego wskaznik odwrocenia na przeciwny. Zalézmy zatem, Ze ten frag-
ment jest podblokiem pewnego bloku B zadanego przez tréjke (a, b, odwr).
Najpierw obliczamy poczatek € i koniec d podbloku bloku B, ktéry odpowiada
przedziatowi [i, j] i ktorego elementy chcemy odwrdcic.

Pozycje € i d obliczamy w sposdb opisany w funkgji E1. Teraz blok B dzielimy
na (co najwyzej) trzy bloki X = B[a..c - 1], Y = B[c..d], Z=B[d + 1..b]. Przedzialy
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X iZ mogga by¢ puste i wtedy pomijamy je w naszych rozwazaniach. Wskaznikom
odwrdcenia blokéw X i Z nadajemy taka samg warto$¢, jaka ma wskaznik bloku
B, natomiast wskaznik odwrécenia bloku Y przyjmuje wartos$¢ przeciwna. Po
dokonaniu tych czynnosci w ciggu blokéw B , B. ..., B,, w miejsce bloku B, wsta-
wiamy kolejno (tylko niepuste) bloki X, Y, Z, gdy warto$¢ wskaznika odwrocenia
bloku B wynosi FALSE, natomiast Z, Y, X, gdy ta wartoscig jest TRUE.

A co, gdy przedzial [i, j| zawiera wigcej niz jeden blok? Niech B, B, _ ..., B,
beda tymi blokami. Niech ¢ bedzie pozycja w bloku B, odpowiadajaca poczat-
kowi przedziatu, ktéry chcemy odwrdcié, czyli i. W zaleznos$ci od wskaznika
odwrdcenia odwr, dla bloku B, dzielimy ten blok na dwa podbloki B,(l) i Bl(z)
w nastepujacy sposob:

- jedli odwr, = FALSE, to B/ = B[a..c-1], B/’ = B[c..b] i dla obu blokéw
wskazniki odwrdcenia ustawiamy na FALSE

~ jedli odwr, =TRUE , to B =B[c+1.b], B{”’ =B[a..c] i dla obu blokéw
wskazniki odwrdcenia ustawiamy na TRUE .

Jedli teraz w miejsce bloku B, wstawimy bloki B ,1) 2 (tylko niepuste),

to mozemy dalej pracowa¢ przy zalozeniu, Ze blok B, (teraz jest to blok B @)
calkowicie wpada w przedzial [i, j]. Podobnie mozemy postapic¢ z bloklem B,
Zostawiamy to jako ¢wiczenie dla Czytelnika.

W tym momencie mozemy zalozy¢, ze caly przedzial [, j] to tak naprawde suma
blokéw B,..., B, by¢ moze z odwréconymi kolejnosciami wystapien elementéw
w pewnych z nich. Aktualizacja struktury jest teraz bardzo prosta. W miejsce
ciggu B, B, _ ..., B, W naszej strukturze wstawiamy ciag B, B, ... B, pamietajac
przy tym, zeby wskaznik odwrdcenia kazdego bloku w tym ciggu zamieni¢ na
przeciwny. Nietrudno zauwazy¢, ze koszt operacji aktualizacji naszej struktury
jest rzedu co najwyzej liczby blokdw w niej zawartych, czyli wynosi O(k).

Pokazalis$my, zZe obie operacje Odwrdoc i E1 w pesymistycznym przypadku
wykonujg sie w czasie proporcjonalnym do liczby blokéw w strukturze. Duza
liczba operacji odwracania moze doprowadzi¢ do duzej liczby blokéw, w pesy-
mistycznym przypadku nawet liniowej ze wzgledu na n. Dlatego warto dbac o to,
zeby liczba blokéw nie byla za duza. Przyjmiemy, ze gdy ta liczba przekroczy
Jn, to odtworzymy aktualny cigg C na podstawie zawartosci blokéw. To nie
zajmie wigcej niz czas liniowy i znowu bedziemy mogli wystartowa¢ z jednym
blokiem z parametrami (1, n, FALSE). Zatem koszt wykonania ciggu m operacji
wynosi co najwyzej O(m+/n). Pomijamy tu koszt inicjacji danych, ktéry nie
przekracza O(n) - zainicjowanie tablicy C i jednoelementowej struktury blokéw.

Zadanie omawiane w tym rozdziale pochodzi z zawodéw programistycznych
CERC 2007 [9], a autorem pomystu przedstawionego rozwigzania jest reprezen-
tant Uniwersytetu Warszawskiego na tych zawodach Piotr Niedzwiedz.
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4. Algorytm Dijkstry

Edsger W. Dijkstra (1930-2002), $wiatowej stawy holenderski informatyk. Jak sam
wspominal, algorytm dla problemu najkroétszych $ciezek z jednym zrédtem wymyslit
w 20 minut podczas zakupdw w centrum handlowym w Amsterdamie w roku 1956.
Publikacja zawierajaca opis algorytmu ukazala sie¢ trzy lata pdzniej: Dijkstra, E. W.,
A note on two problems in connexion with graphs, ,Num. Math.” 1(1959), 269-271.
Sam problem pojawil si¢ jako ilustracja zastosowania komputera ARMAC dla nie-
specjalistow. Dijkstra pokazywal, w jaki sposdb najszybciej przejecha¢ z Rotterdamu
to Groningen. Na owe czasy takie obliczenia z uzyciem komputera byly prawdziwym
wyzwaniem. Warto tutaj dodac, Ze w tej samej pracy Dijkstra zamies$cil réwniez opis
algorytmu dla problemu najkrétszego drzewa rozpinajacego, bazujacy na podobnej
idei zachlanno$ci, w mysl ktdérej w kolejnym kroku algorytm przemieszcza si¢ do
najblizszego wierzchotka wsréd jeszcze nieodwiedzonych. Warto jednak zauwazy¢
roznice miedzy tymi dwoma problemami i algorytmami - pozostawiamy to jako
¢wiczenie dla wlasnych przemyslen [7].

W tej czesci zajmiemy si¢ efektywna implementacja jednego z najstynniej-
szych algorytméw - algorytmu Dijkstry dla problemu znajdowania najkrotszych
$ciezek z jednym Zrédlem [3, 6]. Krotko sformutujemy problem i podamy dla
niego abstrakcyjny algorytm. Nie bedziemy sie zajmowac jego poprawnoscia,
poniewaz opis algorytmu Dijkstry mozna znalez¢ w kazdym porzadnym pod-
reczniku algorytmiki. Podamy za to jego podstawowe charakterystyki, ktore
maja wplyw na implementacje, a nastepnie zaproponujemy struktury danych,
ktore sg nie tylko fatwe w realizacji, ale takze efektywne w praktyce.

Zalézmy, ze mamy dos¢ szczegélowa mape drogowa Polski. Szczegdtowos¢
oznacza tu, ze odleglosci migdzy sgsiednimi miejscowosciami na mapie (bez-
posrednio polaczone droga, nieprzechodzacy przez zadng inng miejscowos¢
uwzgledniong na mapie) nie przekraczajg powiedzmy 10 km. Naszym celem
jest obliczenie dtugosci najkrétszych tras prowadzacych z Warszawy do wszyst-
kich miejscowos$ci uwzglednionych na mapie. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze
wszystkie drogi sa dwukierunkowe.

Mape mozna modelowac za pomoca grafu nieskierowanego, w ktérym wierz-
cholki odpowiadaja miejscowosciom na mapie, natomiast krawedzie bezpo-
srednim drogom taczacym sgsiednie miejscowosci. Z kazda droga (krawedzia)
wigzemy dodatnig liczbe catkowity rowna diugosci tej drogi. W naszym przy-
padku przyjmujemy, zZe dtugosci sg dodatnimi liczbami catkowitymi nie wigk-
szymi od zadanej, dodatniej liczby calkowitej c. Dodatkowo w grafie (na mapie)
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wyrdzniamy jeden wierzcholek (np. stolice), dla ktérego chcemy policzy¢ odle-
glosci (dlugosci najkroétszych tras) do wszystkich pozostatych wierzchotkéw
(miejscowosci). Problem, o ktérym moéwimy, w literaturze spotyka si¢ pod nazwa
problemu najkrotszych $ciezek z jednym zrodlem i jest jednym z najczesciej
badanych algorytmicznych probleméw optymalizacyjnych. Istnieja setki prac
na temat rozwigzania tego problemu, a wiekszo$¢ z nich to wariacje na temat
algorytmu zaproponowanego przez wybitnego holenderskiego informatyka Eds-
gara Dijkstre. Nalezy tutaj zaznaczy¢, ze w ogélnym sformulowaniu problemu,
o dlugosciach krawedzi zaklada sie tylko, ze sg dodatnie i nie narzuca si¢ na
te dlugosci Zadnego gérnego ograniczenia. Sformulujemy teraz nasz problem
w oderwaniu od terminologii grafowej, ale w sposob, ktéry bedzie przydatny
w naszych rozwazaniach.

Zadanie 4.1. Algorytm Dijkstry

Danych jest n obiektow ponumerowanych od 1 do n. Obiekty utozsamiamy
z ich numerami. Z kazdym obiektem i zwigzany jest podzbidr N(i) obiektow
réznych od i. Elementy zbioru N(i) nazywamy sasiadami obiektu i. Dla kaz-
dego obiektu-sgsiada j € N(i) znamy odlegtos¢ d.[ j] pomiedzy obiektami i oraz
J- Kazda odleglos¢ jest dodatnig liczbg catkowitg, nie wieksza niz zadana z gory
dodatnia liczba catkowita €. Naszym zadaniem jest zaprojektowanie ,,szybkiego”
obliczania tablicy d[1..n], zgodnie z nastepujagcym algorytmem:

Algorytm AD
(* Inicjacja *)
d[1] := 0;
for i := 2 to n do
if (7 € N(1)) then
dli] := d[7];
else
(* gorne ograniczenie na dtugosc najdtuzszej trasy *)
d[i] = c * (n - 1);
S :={2,3,...,n};
(* gtowne obliczenia *)

for i :=1ton-1do
Jj := obiekt w zbiorze S z najmniejszym d[j]l; (¥ Min *)
S := S\{j}; (* Usun Min *)

for k € N(j) do
(* Zmniejsz Priorytet *)
if (d[k] > (d[j] + %[k])) then d[k] := d[j] + %[k];

Algorytm AD jest tak naprawde algorytmem Dijkstry zapisanym w abstrak-
cyjny sposob. Ponizej podajemy kilka waznych wlasnosci tego algorytmu, w kto-
rych uwzgledniamy ograniczenie ¢ na odlegtosci. Beda one przydatne w jego
wydajnej implementacji.
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1. Niechj,j,,..,j , beda kolejnymi obiektami obliczanymi w wierszu (* Min *)
i wezmy j =1. Wowczas d[j,|=0<d[]]<d[j,]<..<d[],,]. Innymi
stowy w algorytmie Dijkstry obliczamy odleglosci wierzchotkéw od zrédta
w kolejnosci od najblizszych do najdalszych.

2. Dlakazdego k=1,2,..,n-1, d[j,]-d[j.]<c - kolejny wierzchotek jest
odlegly od zrddla o co najwyzej ¢ dalej, niz wierzchotek go poprzedzajacy.

3. d[j,4]<c*(n—-1) - najbardziej odlegly wierzcholek jest polozony nie dalej
niz ¢*(n-1).

Przyjrzyjmy si¢ teraz, co wptywa na koszt wykonania algorytmu. Giéwne
operacje s3 wykonywane na zmieniajacym si¢ zbiorze S. Kazdy element j w tym
zbiorze ma przypisang liczbe catkowity d[j], ktérg nazwiemy priorytetem.
Wiemy, ze kazdy priorytet jest liczbg catkowitg z przedziatu [0, c(n - 1)]. Na
zbiorze S wykonujemy nastepujace operacje:

Inicjacja:: utworz zbidr S z obiektami 2, 3,..., n o priorytetach zdefiniowanych
w czesci Inicjacja algorytmu AD.

Min:: wskaz w zbiorze S obiekt z najmniejszym priorytetem; w przypadku wielu
obiektow z takim samym, najmniejszym priorytetem, wskaz dowolny z nich.

Usun_Min:: usun ze zbioru S obiekt wskazany w wyniku wykonania operacji
Min.
Zmniejsz_Priorytet(k,p):: zmniejsz priorytet obiektu k do nowej wartosci p.

W naszym algorytmie wykonujmy n — 1 operacji Min, n — 1 operacji Usun_Min
oraz co najwyzej m operacji Zmniejsz_Priorytet, gdzie m jest réwne sumie
rozmiaréw zbioréw sasiadéw N(i) (co odpowiada liczbie krawedzi w grafie).
W analizie czasu dzialania algorytmu musimy tez uwzgledni¢ inicjacjg zbioru S.

W jednej z najbardziej zaawansowanych implementacji algorytmu Dijkstry
wykorzystuje si¢ kopce Fibonacciego [3] do reprezentacji zbioru S. W implemen-
tacji tej nie zaklada sie¢ ograniczenia na dtugosci krawedzi. Algorytm Dijkstry
z kopcami Fibonacciego dziata w czasie O(m + nlogn). Niestety stopien ztozono$ci
tego algorytmu jest tak duzy, ze jest on trudny w analizie i stabo zachowuje si¢
w praktyce. Najtrudniejsze w tej implementacji jest zapewnienie takiej organi-
zacji zbioru S, zeby operacje zmniejszenia priorytetu méc wykonywac w statym
(zamortyzowanym) czasie. Z drugiej strony, w ogélnym przypadku sktadnika
nlogn nie mozna zmniejszy¢, poniewaz algorytm Dijkstry mozna uzy¢ do sor-
towania. To ostatnie stwierdzenie pozostawiamy do uzasadnienia Czytelnikowi.

Zapoznamy sie¢ teraz z implementacjg zbioru S, ktora jest nie tylko prosta,
ale tez niezle zachowuje si¢ w praktyce. Wiecej, jej sprytna modyfikacja znaj-
duje zastosowania w analizie réznego rodzaju sieci. W naszych rozwigzaniach
istotnie wykorzystamy fakt, ze odlegloéci sg liczbami catkowitymi ograniczo-
nymi przez stalg c.
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4.1. Rozwiazanie 1

Do reprezentacji zbioru S wykorzystamy tablice K[0..c(n - 1)]. Elementy
tablicy K nazywamy kubelkami. Kubelek o indeksie i bedzie przechowywat
wszystkie obiekty, ktore aktualnie znajdujg si¢ w zbiorze S i ktérych priorytety
s rowne I. Kazdy kubelek reprezentujemy jako liste dwukierunkowa po to, Zeby
nowe obiekty mozna wrzuca¢ do kubetkow w czasie stalym oraz by usuwac z nich
w czasie stalym wskazane (na liScie) obiekty. Dodatkowo zakladamy, zZe dana jest
tablica G[1..n] taka, ze dla kazdego obiektu i € S, G[i] wskazuje miejsce wysta-
pienia obiektu i (na liscie) w kubetku K[d[i]]. Umozliwia to usuwanie w czasie
stalym obiektu z zawierajacego go kubetka.

Zastanowmy si¢ teraz, w jaki sposob zaimplementowac poszczegolne operacje.
Inicjacja::

Wszystkie kubetki inicjujemy jako puste. Nastepnie kazdego sasiada j wierz-
chotka 1 wrzucamy do kubetka K[d, [j]], natomiast wszystkie pozostale wierzchotki
wrzucamy do kubetka o numerze c(n - 1). Wprowadzamy dodatkowa zmienng ost,
ktdra bedzie wskazywala, ktory z kubetkow byt ogladany jako ostatni. Zmiennej
ost na poczatku nadajemy wartos$¢ 0, poniewaz do kubetka o numerze 0 wpadtby
wierzchotek 1, cho¢ tego nie czynimy. Koszt inicjacji wynosi zatem O(cn).

Min::

Operacja Min polega na znalezieniu pierwszego niepustego pudetka z lewej
strony, poczynajac od pudetka K[ost], i wskazaniu w nim jednego obiektu,
np. pierwszego na liscie obiektéw umieszczonych w tym pudetku. Wlasnos¢ 1
gwarantuje, ze do pominigtych kubetkéw nigdy nie bedziemy wraca¢. Ponadto
wskazany obiekt z najmniejszym priorytetem zostanie za chwile usuniety ze
zbioru S, a tym samym z kubetkéw, i nigdy do nich nie wréci.

Usun_Min::

Operacja ta usuwa obiekt wskazany przez Min. Po prostu nalezy usung¢
pierwszy obiekt z listy obiektéw w kubetku K[0st]. W oczywisty sposéb te ope-
racje mozna wykonac w czasie stalym.

Mozemy juz podsumowac faczny koszt wykonania operacjiMin i Usun_Min.
Wynosi on O(cn). Kazda operacja Usun_Min zabiera czas staty. Obiekt usuniety
nigdy nie wraca do kubetkéw. W kazdym kubetku spedzamy czas proporcjo-
nalny do liczby zawartych w nim obiektéw plus jeden. Poniewaz w poszuki-
waniu niepustych kubetkéw przesuwamy sie zawsze w prawo, to taczny koszt
wykonania obu operacji jest réwny O(cn).

Zmniejsz_Priorytet(k,p)::

Operagja ta jest niestychanie prosta. Wystarczy usuna¢ obiekt k z kubetka
K[d[k]] i przesuna¢ go do kubetka K[p], zmieniajac jednoczes$nie wartos¢ d[k]
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na p. Koszt wykonania tej operacji jest stalty, a wykonanie m takich operacji zaj-
muje czas O(m).

Podsumowujac, Iaczny koszt wykonania algorytmu w implementacji roz-
wigzania 1 wynosi O(m + cn). Algorytm w tej postaci jest znany pod nazwg
algorytmu Diala [5]. To rozwigzanie dla malych cjest dos¢ szybkie. Jego glowna
wadg jest tablica kubetkow, ktora przy duzym, ale ciggle rozsagdnym ¢, moze by¢
nieakceptowalna ze wzgledu na swéj rozmiar. Pokazemy teraz, w jaki sposéb
znaczgco zmniejszy¢ rozmiar pamieci potrzebnej do implementacji zbioru S [5].

4.2. Rozwigzanie 2

Dla pokazania, ze do implementacji kubelkéw nie jest do niczego potrzebna
tak duza pamie¢, wykorzystamy druga wlasnos¢ algorytmu. Wiemy, ze jesli
K{ost] jest ostatnio ogladanym, niepustym kubelkiem, to nastepny niepusty
kubetek bedzie na pozycji o numerze co najwyzej ost + ¢. Wiecej, jesli obiekt
k jest usuwany z K[ost], to po wykonaniu operacji zmniejszenia priorytetow,
wszyscy jego sasiedzi ze zbioru S znajdg sie takze w kubetkach o numerach od
ost do ost + c. Te fakty wykorzystamy do implementacji naszego algorytmu przy
uzyciu tylko ¢ + 1 kubetkéw K[0..c], po ktérych bedziemy wedrowac¢ cyklicznie.
Jesli ost jest indeksem ostatnio odwiedzanego, niepustego kubetka, to mozemy
przyjaé, ze wszystkie obiekty ze zbioru S, ktére sgsiadujg z jakims obiektem
spoza S, znajduja si¢ juz w kubetkach o numerach ost, ost + 1 mod (C + 1),...,
ost + ¢ mod (C + 1). Ponadto wiemy, ze jesli priorytety obiektow w kubetku K{[ost]
sg rowne p, to w kolejnych (cyklicznie) kubetkach znajdujg si¢ obiekty o prioryte-
tach odpowiedniop + 1, p + 2,..., p + C. Pozostaje jeszcze jeden maty problem do
rozwigzania. W pierwszym podejsciu, podczas inicjacji do kubetkéw wrzucono
wszystkie obiekty. Teraz chcemy, zeby w kubetkach byly tylko obiekty sgsiadu-
jace z tymi spoza S. W nowym podejsciu obiekt bedzie si¢ pojawiat w kubetkach
dopiero wtedy, gdy wykryjemy po raz pierwszy, ze sgsiaduje on z obiektem usu-
wanym z kubetkéw w wyniku operacji Usun_Min. Musimy tylko zaznaczy¢ w jakis
sposob, ze obiekt jest w S, ale poza kubetkami. Do tego celu wykorzystamy tablice
odleglosci d. Wartos¢ — 1 w tablicy bedzie oznaczata, ze odpowiadajacy jej obiekt
jest poza kubetkami. Oto zapis zaproponowanego rozwigzania.

Algorytm AD w matej pamieci
(* Inicjacja *)
zainicjuj kubetki K[0..c] jako puste;
d[1] := 0;
ost := 0;
for 7i:= 2 to n do
if (i € N(1)) then
d[1i] = d[i]l;
umiesc obiekt 7 w kubetku K[d[i]l];
else
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dli] := -1; (* d[i] = -1 oznacza obiekt zbioru S
nieumieszczony jeszcze w zadnym kubetku *)
(* glowne obliczenia *)
for i :=1ton-1do
(* cykliczne poszukiwanie pierwszego niepustego kubetka *)
while (kubetek K[ost] jest pusty) do
ost := (ost+l) mod (c+1);
(7‘: M-ln :‘:)
j := obiekt z kubetka K[ost];
(* Usun Min *)
usun obiekt j z kubetka K[ost];
for k € N(j) do
if (d[k] = -1) then
umiesc k w kubetku K[(ost+d [k1) mod (c+1)1;
else
if (d[k] > (d[j] + dj[k])) then
(* zmniejsz priorytet *)
usun obiekt k zkubetka K[(ost+(d[k]-d[j1)) mod (c+1)];
dik] := d[j] + d[K];
umiesc obiekt k w kubetku K[(ost+dﬁk]) mod (c+1)];

W ten sposdb zmniejszylismy liczbe kubetkéw z cn - 1 do ¢ + 1, zachowujac
(asymptotyczny) czas dzialania samego algorytmu. W nastepnym kroku poka-
zemy, w jaki sposdb przyspieszy¢ sam algorytm.

4.3. Rozwigzanie 3

Wréémy do rozwiazania 1. Pokazemy teraz, Ze mozna przyspieszy¢ opisany
w nim algorytm, wykorzystujac chwyt z zadania o kodowaniu permutacji. Dla
prostoty opisu przyjmijmy, ze liczba C jest kwadratem liczby naturalnej a, czyli
C = aa. Niech s = an. Podzielmy kubetki K[0..cn - 1] na s blokéw K, K ,..., K__,
kazdy o dlugosci a, gdzie K = K[ia..ia + a - 1]. Z kazdym blokiem K, wigzemy
superkubetek S, ktory bedzie stuzyt do przechowywania obiektéw z odlegto-
sciami d[i] wpadajacymi do przedzialu zwigzanego z tym kubetkiem, czyli [ia,
ia + a - 1]. W poszukiwaniu obiektu z najmniejszg odlegloscig d przegladamy
superkubelki z lewa na prawo, az znajdziemy pierwszy niepusty superkubelek.
Przyjmijmy, Ze jest to kubelek S.. Po znalezieniu niepustego superkubetka S,
wszystkie zawarte w nim obiekty umieszczamy w kubetkach drugiego poziomu
L[0..a - 1], ktére w tym celu inicjujemy jako puste. W tym przypadku kubetek
L[0] stuzy do przechowywania obiektéw z priorytetami réwnymi ia, kubetek
L[1] zawiera obiekty z priorytetami réwnymi ia + 1 itd. Teraz poszukiwania
obiektéw z najmniejszymi priorytetami dokonujemy w kubetkach L, az do
ich wyczerpania. Nowe obiekty wstawiamy albo do kubetkéw z L, jesli zwig-
zane z nimi odleglosci sg z przedzialu [ia, ia + a - 1], albo do superkubetkéw
z numerami wiekszymi od i, gdy te odlegtosci sg wieksze od ia + a - 1. Podobnie
postepujemy z obiektami, dla ktérych wykonujemy operacje zmniejszenia prio-
rytetéw. Zauwazmy, ze kubetki pomocnicze L s3 przetwarzane co najwyzej
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N razy — uzywamy ich tylko wtedy, gdy superkubelek jest niepusty, a to moze
sie zdarzy¢ nie wigcej niz n razy, bo tyle jest wszystkich obiektow. Zatem faczny
koszt wykonania algorytmu przy uzyciu dwupoziomowe;j struktury kubetkow
wynosi O(m + na). Przegladamy na superkubetkdéw. Jesli superkubetek jest pusty,
to przechodzimy do nastepnego superkubetka. Jesli superkubetek nie jest pusty,
to inicjujemy kubeltki L jako puste, umieszczamy w nich obiekty z superkubetka
i przegladamy kubelki L po kolei w poszukiwaniu obiektu z najmniejszym prio-
rytetem. Kubelki L przetwarzamy nie wiecej niz n razy, a czas potrzebny na ich
przetworzenie jest rzedu an plus n - 1, bo n - 1 razy obiekty zostang usuniete
z kubetkéw L. Operacje Zmniejsz_Priorytet wykonujemy w czasie stalym,
podobnie jak w rozwigzaniu 1. Nalezy tylko uwzgledni¢ dwupoziomowg struk-
ture kubetkéw. Zauwazmy na koniec, ze mozemy uzy¢ tylko O(a) kubetkéw, jesli
zastosujemy metode z rozwigzania 2. Podsumowujac, przedstawilismy imple-
mentacje algorytmu Dijkstry dzialajacg w czasie O ( m+n+/c | i przy uzyciu tylko
@) (\/E ) kubetkéw. Ta implementacja pochodzi od Denardo i Foxa [4]. Dalsze roz-
wijanie opisanych tu pomysiéw oraz zastosowanie wielopoziomowej struktury
kubetkéw prowadzi do implementacji algorytmu Dijkstry dzialajacej w czasie
O(m + nloge) i przy uzyciu tylko O(logc) kubetkéw [1].

5. Podsumowanie

W tym rozdziale przedstawiliSmy rozwigzania trzech probleméw algoryt-
micznych z wykorzystaniem struktur kubelkowych. Dla kazdego z tych pro-
blemdw znane sg asymptotycznie szybsze algorytmy, ale struktury danych w nich
wykorzystywane s3 znacznie bardziej zlozone, zaréwno jesli chodzi o ich imple-
mentacje, jak i analize. W przypadku kodowania permutacji sa to wzbogacone
drzewa wyszukiwan binarnych lub drzewa przedziatowe [3, 6], w przypadku
zadania odwracanie - s3 to drzewa typu ,splay” [2], a przypadku algorytmu
Dijkstry - znajduja zastosowanie kopce Fibonacciego [3]. Kazda z tych struktur
danych wymagataby odrebnego artykulu na jej opisanie. Co wigcej, analiza ich
zachowania wymaga do$¢ zlozonych technik analizy algorytméw. Struktury
przedstawione w tym rozdziale wymagaja tylko znajomosci tablic oraz list,
z ktérymi to strukturami ma szanse zapoznac si¢ kazdy poczatkujacy progra-
mista. Mamy nadzieje, Ze metody projektowania algorytmoéw zaproponowane
tutaj okaza sie Czytelnikowi przydatne.
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